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Abstrakt

@konometriske modeller for transportadfsard som transportmiddelvalg, bilejer skab,
rejseformal, etc. er saedvanligvis baseret pa stokasti sk nytteteori. Ved at lave forskellige
antagelser om den underliggende stokastiske proces fas modeller som spaander fra simple logit
modeller til mere generelle probit modeller. Eftersom responsvariablen er diskret er det ikke
muligt at teste antagelser vedr grende den underliggende stokasti ske proces. Konsekvensen er,
at kun relativt lidt information om modellens validitet kan etableres.

| dette paper tages der hul pa beskrivelsen af den klasse af mi sspecifikationer, som skyldes
skjulteikke-lineariteter. Det vises, hvorledes misspecifikationer i modal-split modeller er tagt
koblet til regjseafstand og i sidste endetil andringer i den marginale rejsemodstand. Helt
prascist vises det at to respondenter med forskellig marginal rejsemodstand i kke kan antages at
have i dentiske fejlled. Yderligere vises det, hvorledes di sse mi sspecifikationer er systematiske
og en oplagt l@sningsmade foreslas.

K eywor ds: Modal-split modeller, misspecifikationer, ikke-lineariteter / Modal-split models,
misspecifications, non-linearities.

Session: Trafikmodeller.

Indledning

Den mest anvendte model for transportmiddelvalg er den ordinaare multinomiale logit model
(MNL). Udgangspunktet er stokastisk nytteteori hvor der til hver respondent tilordnes en indirekte
betinget nyttefunktion. Den fundamentale antagelse er at individets oplevede nytte kan udtrykkes



gennem nyttefunktionen samt at individerne er rationelle forbrugere som sgger at maksimere
deres nytte. Lad nytten til individ tog alternativ i vaare givet ved U, =V, +e,. Her repraesenterer

V, den deterministiske del af nyttefunktionen mens e, betegner det stokastiske element. Ved at
lave antagelser om den stokastiske proces e, er det muligt at angive sandsynligheden for at individ
tvadger aternativ j som R(j)=P(U, >U,," jT M,} Under antagelse a uafheengige identiske
gumbel fordelte fejl kan det vises at den tilhgrende valgsandsynlighed er givet ved

F{(j):o—y ,mi M, "t (1)

hvor M, definerer den enkelte respondents valgsad.

Det vanskelige ved at bygge modeller baseret pa denne teori er at den endogene variabel er
diskret. Vi forsager med andre ord at anvende en kontinuert teori pa diskrete udfald. Davi ikke
kan observere den indirekte nytte er det ikke muligt at teste den latente stokastiske proces pa
nogen normal méade. Det er imidlertid muligt at pavise hvorvidt misspecifikationer i bestemte
situationer vil kunne opsta. Den grundlasggende fremgangsmade som anvendes i paperet er at
indlejre modal-split komponenten i en kombineret diskret-kontinuert ramme, som det blandt
andet er gjort i Rich (1996). Ved at udlede marginale fordelinger for den overordnede model er det
muligt at identificere misspecifikationer under visse omstaandigheder.

Konsekvenser af ikke-lineariteter

Det er relevant at overveje konsekvenserne af en potentiel ikke-linearitet. Lad os ferst definere

hvad der forst&s ved en ikke-lineser model. Den linesere model er defineret ved f (v, )=X,?.

Som far angiver V, . nyttefunktionen, mens X, og ? betegner datamatrice og parametervektor.

Linesa-i-parameter modeller er set udfra et estimationsteknisk synspunkt identiske med den
linesre model. Vi har at f(V,,,)= g(X,)?, mens der for den ikke-linezere model gadlder at

f(V,..) = 9(X,?). Vi skal i det felgende udelukkende beskaeftige os med modeller som er linesgre

parametrene. | forbindelse med MNL modellen er valgsandsynlighederne den centrale starrelse og
disse sandsynligheder er ikke invariant overfor ikke-lineariteter. Der gedder kun at

U,.>U, "ttm0 p(m)>p(t) "t m (2)

Dette gedder oplagt ogsé for enhver monoton transformation af nyttefunktionen®. Det er klart at
potentielle skift i funktionsform vil have indflydelse pa modellen og dermed ogsa
valgsandsynlighederne, men som hovedregel er MNL modellens estimerede valg relativt robust

! Hvis modellen har parametre som varierer over alternativer er dette ikke nedvendigvis tilfaddet.



overfor potentielle ikke-lineariteter. Det betyder at, det er meget vanskeligt at fa en fornemmelse
af, hvordan den korrekte funktionsform ser ud ved kun at se pa estimerede valgsandsynligheder.
Hvis man pa den anden side kun er interesseret i de estimerede valgsandsynligheder er selve
funktionsformen oftest mere eller mindre irrelevant.

De store problemer opstar hvis modal-split modellen indgér i et sterre modelkompleks som det
eksempelvis er tilfaddet i ALTRANS? og PETRA?®. Her vil man oftest forbinde de enkelte
submodeller gennem logsummer. Logsummer reprassenterer et tilgaangelighedsmal, som
udtrykker den enkelte respondents samlede nytte ved et valg. For logsummerne er
tilstedevaarelsen af ikke-lineariteter mere alvorligt.

Iog(i;aa g 21 Iogg&a e (a2 (3)
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En typisk situation, hvor logsummerne er vigtige, er i koblingen mellem bilgjerskab og modal-
split. Her vil logsummerne fra modal-split delen typisk kunne indgai bilgjerskabet for herved at
koble anvendelse med gjerskab.

Tilstedeveerelsen af ikke-lineariteter

For at se pa hvornar og hvordan ikke-lineariteterne optraeder introducerer vi en udvidet
modelrammei forhold til MNL modellen. For at forstaideen bag den nye model kan det vaare
hensigtsmaessigt ferst at se paen diskret model der kombinerer modal-split og destinationsvalg. |
sin simpleste form en helt amindelig flad MNL model som det ses nedenfor i ligning 3.

aS bC
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hvor a og b er parametre hgrende til henholdsvis de sociogkonomiske variable S, | og de variable
som relaterer til rejsen C, . Elementernei C, , er typisk tid og pengeomkostninger. Y derligere

er g, en variabel som beskriver attraktionen i destinationen d . Med andre ord ser nyttefunktionen
ud som

Vt,md :ast,m +th,md +q|ngd (5)

2 ALTRANS er et national forskningsprojekt finansieret af Transportrédet, DMU og Miljgstyrelsen. | ALTRANS
beskrives befolkningens transportvaner med speciel fokus pa serviceniveauet i den kollektive transport. Arbejdet
varetages af DMU.

% PETRA er adfaardsmodel for persontrafikken udviklet af COWI. Se PETRA 1997 working paper no.7.



Den kontinuerte pendant til denne diskrete destinationsmodel opstar ved dels at antage 11A-
egenskaben samt at lade zonesterrelsen ga mod 0. Da fremkommer modellen som den
infinitisimale gramse. For at fa en brugbar model transformeres modellen fra rektangulagre til
polazre koordinater. Det smarte ved denne transformation er, at vi nu umiddelbart kan behandle
rejseafstanden endogent’. Den nye nyttefunktion f&r for hver individ formen

Vm,{L,q} = aSm + me(L,Q)+ qlng{L,q} ( 6)

Dette geres ved at skifte koordinatsystem for hver enkelt respondent sdledes at hvert nye
koordinat system netop har centrum hvor respondenten starter sin rejse. Specifikationen af
C,(L.q) lader vi vae givet ved

o)) 2 1 (7)
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Hvor E  , eler blot E = betegner den marginale rejsemodstand for den enkelte rejse. Det

interessante ved denne simple oplasning er at vi ikke antager direkte proportionalitet mellem
rejsemodstanden og rejselaangden, men netop kan regne igennem med en variabel marginal
rejsemodstand.

Modellens valgsandsynligheder er givet ved.

R(mdidg)= G,(m{L.q})dLdg

S bCim(La) (8)
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Né&r dLdg ® 0b P(m,dLdgq)® P(m{L,q}). Fraet beregningsmeessigt synspunkt er selv meget
simple funktionsformer for g(L,q) vanskelige a héndtere. For det ferste kan integralet ikke
evalueres eksakt og for det andet vil integrationsdomaanet skifte pa en meget kompleks méde. |
vores situation er det imidlertid nok at se pa det simple tilfadde hvor g(L,q) =g .

Maximum likelihood estimaterne findes pa seadvanligvis ved at maksimere likelihoodfunktionen
givet ved

yt,m

Lab)=0 G 6 (m{La)) (9)

t mi M,

* SeRich H.R. 1996 for en naamere gennemgang.



Hvor y,,, =10 alternativ mer valgt og y,,, =0 ellers’.

Marginale fordelingsfunktioner

Fralikelihood funktionen er det muligt at udlede to interessante marginale fordelinger. Ferst og
fremmest er den marginale fordeling for transportmiddelvalg defineret ved®

B 2p St ma '
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Sandsynligheden af det rumligevalg {L,q} betinget p& m er givet ved

& (Lajm)= &lmital) (11)

G,(m)

Nu kan den marginale rejselaangdefordeling umiddelbart udledes ved at integrere
g - dimensionen ud. Vi fér at

2p

G (Um)= &g (L alm)Lag (12)

0

Hvor det er relativt let at se, at

6 (Um)=_te (13)

B It,m (Etmb)

En interessant starrelse er den forventede rejselaangde betinget af transportmade

2 B
E[Lt,m] = E b g*i- 2 Gt (bmax ) m)g ( 14 )
t,m

Det helt centrale resultat, som umiddelbart kan udledes fra rej selaangdefordelingen er at

lim G,(Um)=(E, ,pfLe"" =G, (2.E, .b) (15)

D ® ¥

® Se gppendiks 1 for en opstilling af optimeringsproblemet.
® Formen af It’r - funktionen kan sesi appendiks 1.



Dette resultat siger at den marginale rejselaangdefordeling reducerer til en gammafordeling nar
b, & mod uendeligt. | praksis er der oplagt en gvre gramse for b, . og derfor vil den faktiske

fordeling vaare trunkeret. Fra et praktisk synspunkt er der dog ikke grund til at koncentrere sig om
den trunkerede del eftersom halerne pa gammafordelingen gar meget hurtigt mod O.

Selve resultatet er vigtigt at flere grunde. For det farste etableres der en simpel forbindelse mellem
den teoretiske model og den skitserede gammafunktion. Denne forbindelse kan pavises empirisk
udfra TUdata. Se figur 1 for en profil af rejselaengdefordelingen’.

Trawel length Car Travel length Public Transport
Strafifieation scheme: Trips n oty aes than Bk Strlifivation srbeme Trips in il Less Lham 0 om0
e 0 M
-

05 1 -

I i 1 1 n # Ll 3 A 4 il % fi o ilIIIiIlllillllillllillllil\l\‘I\H‘I\II|IIII|IIII|IIII|IIII|

Trip length I § ToF onwou n o % a0 & W %6

Distributions — Exacte Two-Gamma Trip length

# Emperical Distributions — Fxact Two-Gamma  *** Emperical

Figur 1: Empiriske fordelingsfunktion for rejselaangden fordelt pato transportmader.

" Et stort problem ved at sasmmenligne de to fordelinger er at den empiriske fordeling typisk i tilfadde med survey data
er gdelagt af ophobning. Folk svarer typisk 10 kilometer i stedet for 9 og 20 stedet for 17. Principielt kan man teste

fordelingerne ved at gennemfare et person C % - test. Testet overkommer ophobningen men har oplagt lav styrke s3
det synes mere oplagt blot at se pafordelingerne og konstatere en god overensstemmelse.



En anden ting som bliver klart er, at hvis den marginale rejsemodstand E, | generelt aendrer sig

med L eller t, sdkan det ikke antages at ale observationer dagkkes af den samme gammafunktion.
Med andre ord skrider den fundamentale antagelse om identiske fejlled for MNL modellen.

Dette resultat har ikkei sig selv den store vaadi. Statistikere ved godt at fejlled i MNL modeller
ikke er identiske. Det interessante opstar ferst i det omfang, at man kan identificere en systematisk
misspecifikation og det er netop tilfaddet her. Lad os tage fat pa misspecifikationer som varierer
med henholdsvis individerne (t ) og rejselaangden (L ).

t - variationer

Hvisvariationeni et vist omfang er systematisk over grupper af individer bgr man enten
overveje en segmentering eller en udvidet parametrisering af rejsemodstanden saledes at
modellen har separate parametrefor hver gruppe. Da den marginale rg semodstand typisk
varierer med tilgeangelighed vil det oftest vaare saardeles fornuftigt at segmentere efter
urbaniseringsgrad. Dette gares blandt andet ogsa i ALTRANS.

L - variationer

Variationen harendetil rejselaangden er oftest ogsa af systemati sk karakter. Lad os antage at
den marginalergsemodstand falder med afstanden L . Dette er et normalt faanomen efter som
laangerergser betyder karsdl pa sterreveje, at man bruger tog fremfor busetc. Lad T, vaae
[o]
a Et,r

mengden af rgser af leangde L. Davil E, (L) = m‘il_‘ angive den gennemsnitlige marginale
L

rejsemodstand for transportmade r oglangde L .Bemeakat vi for klarhedens skyid blot
antager at der er én alternativ specifik variabel, dvs.at  E, | ikkeer en vektor menet tal. |

matematisk notation har vi at E.(1)>E, (2)>..>E (L)>..E (b, ).

Eftersom de marginale omkostninger varierer pa denne made er det oplagt, at den
under liggende stokasti ske proces i kke kan opfylde kravet omidenti ske fordelinger, jf.
ovenst&ende resultat. PA trods af dette er det muligt at der eksisterer enfunktion  Q(4 siledesat

[ seger vi altsé en transformation af Ct,m(Lt) sdledes
t

Q(E, (L)) ® 1" L .Eftersom E,, =

at Q(Ct,m(Lt)) ® L,"t.Deninteressanteting er altsa at den linesare specifikation kun

forekommer somet tilfadde, men at vi i en lang ragkketilfadde vil kunne handtereikke-
lineariteten mellemrejsemodstand og rejselaangde ved et simpel exogen variabeltransformation
somopfylder ovenstaende krav.




| de to ovenstaende eksempler er det foreslaet hvordan man i visse situationer kan mindske
effekten af den ikke-linearitet som uvaaligt vil eksisterei langt de fleste MNL modeller.
Forudsaetningen er dog at variationen i E, (L) som funktion af L skal vae systematisk. Hvis

funktionen ikke er monoton faldende har man et forklaringsproblem og man ber overveje data
naarmere.

Konklusion

| paperet er det blevet vist hvorledes MNLL modeller principielt set indeholder en latent
misspecifikation. Denne misspecifikation relaterer sig helt generelt til inhomogene marginae
rejsemodstande. Sddanne inhomogeniteter opstar delsi kraft af en variation over individer, som
typisk vil skyldes forskellige lokaliseringsmaessige forhold og dels en variation relateret til
rejselaangden. Den farste inhomogenitet kan behandles ved at segmentere pa urbaniseringsgrad.
Den anden inhomogenitet skyldes at man for laengere rejser typisk vil kare pa sterre veje, benytte
hurtigere transportmidler som eksempelvis tog fremfor tog, etc. | den udstrakning at variationen
med rejselaangden er systematisk kan man ved at gennemfare en exogen variabeltransformation
overkomme problemet. | paperet er opstillet praecist hvilke krav der skal stillestil denne
variabeltransformationen.

Misspecifikationen sk@nnes ikke at vaare problematisk i forhold til modellens evnetil at estimere
korrekte udfald af den kategoriske endogene variabel. Derimod papeges det at logsummernei
saalig avorlig grad vil lide under potentielle misspecifikationer og specielt latente ikke-lineariteter.
Dadisse logsummer typisk bruges til at koble submodeller i starre modelsystemer er problemet
alvorligt. Typisk vil den transformation man foretager ikke forbedre modellens fit, men af
hensynet til modellens relation til andre submodeller bgr man i disse tilfadde undersgge hvordan
de skitserede inhomogeniteter spiller ind.
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Appendiks 1
Log likelihood funktionen er givet ved

fab)=8 & Ve loo(G.(m.{La}) (16)

tt mi M,

J o 00
=a a ygs a+(E,,,L )b Iogéaes‘a (E. b )2
t miM, M gg
Hvor L, angiver rejselaangde for hver respondent og a= {al,...,ap} og b= {bl,...,bq} . Noter at

indekseringen af aog b handteres indirekte gennem datamatricerne S, og E, . Formen af deto
eksogene strukturer under antagelse af 4 forskellige transportmader er givet ved

&, 0 0 s, 0 04 €, 0 0 0 E, 04y
80 s, 0 0 5, 05 og a=2° Er 0 0 0 Euy
80 0 5, 0 0 s, €0 0 E, O 0 04
€ o 0 o o of 50 0 0 E, O 04§

Noter at identifikationsproblemet fé&r den sidste reskke-vektor i S, til at udga. E, . er

raekkevektoren defineret som den m' E, rakkei hvisvi regner fra t .Denne vektor maler
marginal rejsemodstand per enheds distance. |, - funktionen kommer fraintegrationen over
geografien

1+ eE”b'bmx (bmaxEt,r b'- l) (17 )

(E.b)

) = Q" 9" L™ dadl =2p



S& 1, - funktionen repraesenterer en simpel kontinuert og monoton voksende afbildning
l,:RAC}® R.

Eftersom der er en naturlig dekomposition af parameterrummet vil vi anvende fglgende notation
ved definitionen af gradient vektoren.

19/ e d

Lad ¢ =/(a,b)og G, = iqa " —g hvor den j’ te komponent er givet ved
7
T 2 1Y (a,b)0 (18)
——a a Yem @ m - Tan
fla, t mig L SE ! o, o
19 [[AY
Den anden del af gradient vektoren G, er defineret tilsvarendemed G, = ﬂ ﬂkﬁ hvor den
7
|’ te komponent er
1w o 1Y (a,b)o (19)
— = - QL - =
ﬂb at. mal.ct yt E[m‘] ﬂbj 7
Den centrale del af gradienten er Y - funktionen defineret ved
Y(a,b) = Ioggae | tm(Etmb |bmax) (20)
miM 7]
Herved fas
o S”a' 1
a. e" Srl E ,rb bmax
v (ab) _ e (BB ) (21)
Ta, a e 1(E, b[b)
e
09
g oo M(EwD ora) (22)
ﬂY(a, b) — e ﬂbj
b, a & 1(E, b[b)
G

hvor |, - gradienten er givet ved



) _bE, b

- FoE b) - 2E by, +28e" " 2 (23)
(E,b |bmax)_2 VE., D E., bra + 22
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Ved substitution af ovenstaende udtryk fas et samlet udtryk for gradientvektoren

" @ aes, 1, (E,blb.)d (24)
_:é.é.ytm(}S"'rlqo ' -
ﬂaj t m‘TCI ’ 8 ! a. esua It,r(Et,rbI |bmax) -
rc, 4]

? é eSua‘ 1-“t,r(Et,rbl|bmax)9 (25)
_2aay S .o b, =
ﬂbj at. m?.q yt,m‘ g-tEt’m"J é. esma‘ It,r(Et,r b |bmax) :
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